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Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìàðøåâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà òðåõìåð-
íûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, è ìû áóäåì íàçûâàòü åãî
ìåòîäîì ïñåâäîõàðàêòåðèñòèê. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïñåâäîõàðàêòåðè-
ñòèê áûë ïðèìåíåí äëÿ ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà
ñâåðõçâóêîâûì ñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì ãàçà ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ àòà-
êè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.
Ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ïðîâåäåíèè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷å-
òîâ.

In this paper we suggest numerical method for solving 3D hyperbolic
equations. The method generalizes classical method of characteristics.
Proposed method of pseudocharacteristics was applied to solve 3D
supersonic static �ow of ideal gas around elliptic paraboloid under di�erent
attack angles. Obtained results show high e�ciency of the method. The
method of pseudocharacteristics can be used in practice.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ïñåâäîõàðàêòåðèñòèê, ñâåðõçâóêîâîå îáòåêà-
íèå ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë.
Keywords: method of pseudocharacteristics, supersonic �ow around 3D
objects.

Ââåäåíèå

×èñëåííûå ìåòîäû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ðåøàëàñü çà-
äà÷à îáòåêàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ïîòîêîì ãàçà â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè, ìîæ-
íî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû: ñåòî÷íûå ìåòîäû, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìåòîäû è
ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìåòîäû.

Â 1964 ã. Ê. È. Áàáåíêî è äð. â ðàáîòå [1] ïðåäëîæèëè ñåòî÷íûé ìåòîä óñòàíîâ-
ëåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíè÷åñêèõ òåë èäåàëüíûì ãàçîì.
Â 1970 ã. À. Í. Ëþáèìîâ è Â. Â. Ðóñàíîâ èñïîëüçîâàëè ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ äëÿ
ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ çàòóïëåííûõ òåë [2], [3]. Â 1960-å ãîäû Ñ.Ê. Ãîäóíîâ è äð. ïðåä-
ëîæèëè ñåòî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, çàïèñû-
âàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, à â èíòåãðàëüíîé [4]. Â
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1969 ã. Ð.Â. Ìàê-Êîðìàê ïðåäëîæèë ñåòî÷íûé ìåòîä òèïà ¾ïðåäèêîð�êîððåêòîð¿,
â êîòîðîì íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëÿëàñü âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à íà âòîðîì
øàãå ýòà âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðàñ÷åòà èñêîìîé ôóíêöèè
[5].

Â 1978 ã. Â. Ì. Áîðèñîâ è È. Å. Ìèõàéëîâ ðàçðàáîòàëè ïðÿìîé ìåòîä õàðàê-
òåðèñòèê äëÿ ðàñ÷åòà ïðîñòðàíñòâåííûõ ñâåðõçâóêîâûõ áåçâèõðåâûõ òå÷åíèé [6].
Äàííûé ìåòîä îáëàäàë âûñîêîé òî÷íîñòüþ è áûñòðîäåéñòâèåì, íî ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà
ïîëó÷àëàñü ïëàâàþùåé.

Â 1988 ã. Ê. Ì. Ìàãîìåäîâ è À.Ñ. Õîëîäîâ ïðåäëîæèëè ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèé ìåòîä [7], êîòîðûé èñïîëüçîâàë äîñòîèíñòâà êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî,
òàê è ñåòî÷íîãî ìåòîäà, îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà òðåáîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ íà èçâåñò-
íîì ñëîå è áûë îñëîæíåí ðàñ÷åò óäàðíîé âîëíû.

Íåäîñòàòêè âûøåóïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ � íåðåãóëÿðíàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, èíòåð-
ïîëÿöèÿ íà èçâåñòíîì ñëîå è òðåáîâàíèå áîëüøîãî ìàøèííîãî âðåìåíè � óñëîæ-
íÿþò ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, èñ-
ïîëüçóþùèé ðåãóëÿðíóþ ðàñ÷åòíóþ ñåòêó, êîòîðûé îáëàäàåò âûñîêîé òî÷íîñòüþ
è íå òðåáóåò ïðîìåæóòî÷íûõ èíòåðïîëÿöèé, çà èñêëþ÷åíèåì ðàñ÷åòà óäàðíîé âîë-
íû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îáòåêàíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ñâåðõçâóêîâûì ñòàöè-
îíàðíûì ïîòîêîì èäåàëüíîãî ãàçà.

Ïðè òàêîì îáòåêàíèè òå÷åíèå ãàçà áóäåò ñìåøàííûì � ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè
óäàðíîé âîëíû (ÓÂ) è òåëà èìåþòñÿ äîçâóêîâûå (I), òðàíñçâóêîâûå (ÇË) è ñâåðõ-
çâóêîâûå (II) îáëàñòè (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Îáëàñòè ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè óäàðíîé âîëíû è òåëà

Â äîçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèå ãàçà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, à â ñâåðõçâóêîâîé � ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå ãàçà â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
ïîâåðõíîñòüþ óäàðíîé âîëíû, ïîâåðõíîñòüþ òåëà è íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ Ï,
öåëèêîì ëåæàùåé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿ è òàêîé, ÷òî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå êîíóñà ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà Ï, ïåðåñåêàþò åå òîëüêî â îäíîé òî÷-
êå. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè. Çàäàäèì íà íåé
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ñåìåéñòâî ãëàäêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ëèíèé, îãèáàþùèõ òåëî (òàêèå
ëèíèè ìû áóäåì íàçûâàòü âåíêàìè). Åñëè èç êàæäîé òî÷êè âåíêà âûïóñòèòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé êîíóñ, òî äâå ïîâåðõíîñòè, îãèáàþùèå ýòè êîíóñà, òàêæå ÿâëÿþòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âåíîê. Ýòè ïîâåðõíîñòè
íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Êðîìå âîëíîâûõ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ÷åðåç êàæäûé
âåíîê ïðîõîäèò òðåòüÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìàÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ òîêà. Íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæíî çà-
ïèñàòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå, ñîäåðæàùåé òîëüêî
ïðîèçâîäíûå â íàïðàâëåíèè äâóõ êàñàòåëüíûõ ê êàæäîé ïîâåðõíîñòè âåêòîðîâ.
Ýòè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ñîâìåñòíîñòè, è îíè âìåñòå ñ
óðàâíåíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé îáðàçóþò êàíîíè÷åñêóþ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê â [6] îñíîâûâàëñÿ íà ýòèõ
ñâîéñòâàõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, r, ϕ). Òåëî áóäåì ñ÷èòàòü íåïî-
äâèæíûì, à ïîòîê íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíîìåðíûì. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ãàçà, çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

div(ρ~V ) = 0; (~V · ∇)~V +
∇p
ρ

= 0;
~V 2

2
+

k

k − 1

p

ρ
= const, (1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü, ~V = (u, v, w)′ � ñêîðîñòü (âåðõíèé èíäåêñ øòðèõ - çíàê òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ), p � äàâëåíèå ãàçà, k � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû è ∇ � îïåðàòîð Ãà-
ìèëüòîíà.

Ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ïîâåðõíîñòè òåëà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ

(~V , ~n) = 0, (2)

ãäå ~n � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Íà óäàðíîé âîëíå âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ Ðåíêèíà�Ãþãîíèî [8]. Ñèñòåìó (1) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå

A~Ux +B~Ur + C~Uϕ = ~f, (3)

ãäå

A =


1− u2

a2 −uva2 −uwa2 0
ρu 0 0 1
0 ρu 0 0
0 0 ρu 0

 , B =


−uva2 1− v2

a2 − vwa2 0
ρv 0 0 0
0 ρv 0 1
0 0 ρv 0

 ,

C =
1

r


−uwa2 − vwa2 (1− w2

a2 ) 0
ρw 0 0 0
0 ρw 0 0
0 0 ρw 1

 ,

~f = 1
r (−v, 0, ρw2,−vρw)′, a2 = k pρ � ìåñòíàÿ ñêîðîñòü çâóêà, ~U � âåêòîð èñêîìûõ

ïåðåìåííûõ, ~Ux, ~Ur, ~Uϕ � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå.
Ñèñòåìà (3), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òåëå (2), ñîîòíîøåíèÿ Ðåíêèíà�Ãþãîíèî íà

óäàðíîé âîëíå è íà÷àëüíûå äàííûå íà ïîâåðõíîñòè Ï ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü èñ-
êîìûå âåëè÷èíû âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè äâèæåíèÿ ãàçà.



22 ÌÈÕÀÉËÎÂ È.Å., ÍÓÐÁÀÅÂ Ó.Ä.

2. Ìåòîä ïñåâäîõàðàêòåðèñòèê

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâåííîïî-
äîáíîé ïîâåðõíîñòè Ï ïëîñêîñòü x = x0. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ââå-
äåì ñåòêó â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Íà ïëîñêîñòÿõ xs = x0 + s · ∆x
(s = 1, 2, 3, . . . ), ãäå ∆x � øàã ñåòêè ïî êîîðäèíàòå x, ââåäåì ñåìåéñòâà ðàâíîóäà-
ëåííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ âåíêîâ rj = rj(xs, ϕ), j = 0, 1, 2, . . . , J . Ïðè ýòîì âåíîê
rJ(xs, ϕ) ëåæèò íà óäàðíîé âîëíå, à âåíîê r0(xs, ϕ) � íà îáòåêàåìîì òåëå. Òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ âåíêîâ è ìåðèäèîíàëüíûõ ïëîñêîñòåé ϕ = ϕi, i = 0, 1, 2, . . . , N ,
îáðàçóþò ôèêñèðîâàííóþ ñåòêó â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè (ïîëîæåíèå óçëîâ ñåò-
êè â ïëîñêîñòÿõ xs ïðè s > 1 îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ïîñëå íàõîæäåíèÿ
òî÷åê rJ = rJ(xs, ϕi) íà óäàðíîé âîëíå).

Ðàñ÷åò òå÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ðàçîáüåì íà òðè ýëåìåíòàðíûå çà-
äà÷è: ðàñ÷åò èñêîìûõ ôóíêöèé âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè òå÷åíèÿ, íà îáòåêàå-
ìîì òåëå è íà óäàðíîé âîëíå.

2.1 Ðàñ÷åò èñêîìûõ ôóíêöèé âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè òå÷åíèÿ

Ïóñòü èçâåñòíû âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â ïëîñêîñòè xs. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðóþ ìåðèäèîíàëüíóþ ïëîñêîñòü ϕ = ϕi. Íà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé
xs è ϕi ââåäåì òî÷êè 1 è 2, à íà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ xs+1è ϕi � òî÷êó 3 (ñì. ðèñ.2à).
Ïîëîæåíèå òî÷åê â ïîëå òå÷åíèÿ çàäàåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì (ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû âåíêà rJ(xs+1, ϕi) èçâåñòíû, òî åñòü èçâåñòíî ïîëîæåíèå
óäàðíîé âîëíû â ïëîñêîñòè x = xs+1 äëÿ ϕ = ϕi):

r1 = r0(xs, ϕi) + j1
rJ(xs, ϕi)− r0(xs, ϕi)

J
,

r2 = r0(xs, ϕi) + j2
rJ(xs, ϕi)− r0(xs, ϕi)

J
,

r3 = r0(xs+1, ϕi) + j3
rJ(xs+1, ϕi)− r0(xs+1, ϕi)

J
,

(4)

ãäå 1 6 j1, j2, j3 6 J − 1. Êðîìå òîãî, j2 − j1 = 2 è j2 − j3 = j3 − j1 = 1.
Âåíêè, íà êîòîðûõ ëåæàò òî÷êè 1, 2 è 3, òàêæå áóäåì íàçûâàòü âåíêàìè 1,

2 è 3. Ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåíêè 1 è 3, áóäåì íàçûâàòü ðàñ÷åòíûìè
ïîâåðõíîñòÿìè ïåðâîãî ñåìåéñòâà, à ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåíêè 2 è 3 �
ðàñ÷åòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè âòîðîãî ñåìåéñòâà.

Ðàññìîòðèì ëèíèþ 1�3, îáðàçîâàííóþ ïåðåñå÷åíèåì ðàñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè
ïåðâîãî ñåìåéñòâà è ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ = ϕi. Åå ìîæíî çàïèñàòü â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå x = x, r = r(x), ϕ = ϕi, âçÿâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íåçàâèñè-
ìóþ ïåðåìåííóþ x. Òîãäà íà ýòîé ëèíèè ëþáàÿ ôóíêöèÿ g(x, r, ϕ) = g(x, r(x), ϕi)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé x. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x îò ýòîé ôóíê-
öèè âäîëü ëèíèè 1�3 ïðèìåò âèä(

dg

dx

)
1

= gx + gr

(
dr

dx

)
1

, èëè gx =

(
dg

dx

)
1

− gr
(
dr

dx

)
1

, (5)

ãäå gx è gr � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, à èíäåêñ 1 óêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî çàïèñàíî
íà ëèíèè 1�3.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêîé-íèáóäü âåíîê. Çàïèøåì åãî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
x = xs, r = r(ϕ), ϕ = ϕ, âçÿâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ϕ.
Òîãäà íà âåíêå ëþáàÿ ôóíêöèÿ g(x, r, ϕ) = g(xs, r(ϕ), ϕ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîé
ïåðåìåííîé ϕ. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ϕ âäîëü âåíêà ïðèìåò âèä

dg

dϕ
= gr

dr

dϕ
+ gϕ, èëè gϕ =

dg

dϕ
− gr

dr

dϕ
, (6)

ãäå gr è gϕ � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Ñ ó÷åòîì (5) è (6) ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3) â òî÷êå 3 â âèäå

A

(
d~U

dx

)
1

+

[
B −A

(
dr

dx

)
1

− C dr

dϕ

]
~Ur = ~f − C d

~U

dϕ
.

Ïåðåïèñûâàÿ àíàëîãè÷íî ñèñòåìó (3) â òî÷êå 3 ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíèè 2�3, ïî-
ëó÷èì

A

(
d~U

dx

)
2

+

[
B −A

(
dr

dx

)
2

− C dr

dϕ

]
~Ur = ~f − C d

~U

dϕ
.

Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ~R = ~Ur. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì â
òî÷êå 3 ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ~U , ~R:

A

(
d~U

dx

)
1

+

[
B −A

(
dr

dx

)
1

− C dr

dϕ

]
~R = ~f − C d

~U

dϕ
,

A

(
d~U

dx

)
2

+

[
B −A

(
dr

dx

)
2

− C dr

dϕ

]
~R = ~f − C d

~U

dϕ
.

(7)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ~U , ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (7) â òî÷êå 3, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (3). Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èòàÿ è ñêëàäûâàÿ
ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ (7) ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé (ñ ó÷åòîì detA 6= 0):

~R = ~Ur,

A~Ux +B ~R = ~f − C~Uϕ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå âî âòîðîå, ïîëó÷àåì èñõîäíóþ ñèñòåìó (3).
Ñèñòåìó (7) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü íà äâóõ ðàñ÷åòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ 1�3 è

2�3. Ðàñ÷åòíûå ïîâåðõíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè,
îäíàêî, êàê è óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, óðàâíå-
íèÿ (7) íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûõ â íàïðàâëåíèÿõ, ïåðåñåêàþùèõ ýòè ïîâåðõíîñòè.
Ïîýòîìó àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ îñóùåñòâëÿëàñü àíàëî-
ãè÷íî àïïðîêñèìàöèè êàíîíè÷åñêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðèìåíåííîé â
[6]. À èìåííî, ïðîèçâîäíûå ïî x àïïðîêñèìèðîâàëèñü öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè,
à ïðîèçâîäíûå ïî ϕ íàõîäèëèñü äèôôåðåíöèðîâàíèåì êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà, ïî-
ñòðîåííîãî ïî âñåì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþùåãî âåíêà. Ïîýòîìó ÷èñëåííûé ìåòîä,
îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû (7) íà ðàñ÷åòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ìû íàçâà-
ëè ìåòîäîì ïñåâäîõàðàêòåðèñòèê.

Ñîåäèíèâ òî÷êó 3 ñ òî÷êàìè 1 è 2, ïîëó÷èì øàáëîí â êàæäîé ìåðèäèîíàëüíîé
ïëîñêîñòè äëÿ ðàñ÷åòà èñêîìûõ âåëè÷èí â ïîëå òå÷åíèÿ (ðèñ. 2à).
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Ðèñ. 2: Øàáëîíû äëÿ ðàñ÷åòà èñêîìûõ âåëè÷èí â íåêîòîðîé ìåðèäèîíàëüíîé
ïëîñêîñòè: à) â ïîëå òå÷åíèÿ, á) íà ïîâåðõíîñòè òåëà, â) íà óäàðíîé âîëíå

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñèñòåìó (7) íà øàáëîíå, èçîáðàæåííîì
íà ðèñ. 2à, ïðèìåò âèä:

A31
~U31

x31
+

[
B −Ar31

x31
− C dr

dϕ

]31

~R31 =

[
f − C d

~U

dϕ

]31

,

A32
~U32

x32
+

[
B −Ar32

x32
− C dr

dϕ

]32

~R32 =

[
f − C d

~U

dϕ

]32

,

(8)

ãäå ξ3l =
ξ3 + ξl

2
, ξ3i = ξ3 − ξl, l = 1, 2 � òî÷êè øàáëîíà.

Âûáðàííûé ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî x è ϕ. Â
ñèñòåìå (8) ïðèñóòñòâóþò ãàçîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ âåíêà, ÷èñëî
òî÷åê êîòîðîãî ðàâíî ÷èñëó ìåðèäèîíàëüíûõ ïëîñêîñòåé N . Èñêîìûìè âåëè÷èíà-
ìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ (~U, ~R)′. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó 8N óðàâíå-
íèé ñ 8N íåèçâåñòíûìè.

Ñèñòåìà (8) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ïîñêîëüêó ìàòðèöû A, B è C ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè èñêîìûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ðåøåíèå èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé. Â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí â òî÷êå 3 áåðåòñÿ ïîëóñóììà
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí â òî÷êàõ 1 è 2. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ÷èñëî èòåðà-
öèé áðàëîñü ðàâíûì òðåì (êàê è â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê [9].

2.2 Ðàñ÷åò èñêîìûõ ôóíêöèé â òî÷êå íà îáòåêàåìîì òåëå

Äëÿ ðàñ÷åòà èñêîìûõ ôóíêöèé â òî÷êå íà òâåðäîé ñòåíêå èñïîëüçóåì øàáëîí,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2á. Ïî èçâåñòíûì âåëè÷èíàì â òî÷êàõ 1 è 2 òðåáóåòñÿ íàéòè
èñêîìûå âåëè÷èíû â òî÷êå 3 íà òåëå â íåêîòîðîé ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ =
ϕi.

Êîîðäèíàòû òî÷åê çàäàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4) ïðè óñëîâèè, ÷òî j1 = 0, j2 = 1 è
j3 = 0. Ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí íà òåëå
ñîâïàäàåò ñ (8).
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Íà ïîâåðõíîñòè òåëà âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ (2), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì ê ñèñòåìå (8). Çàïèñûâàÿ âìåñòî îäíîãî èç
óðàâíåíèé ñèñòåìû (8) ýòî óñëîâèå, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó èç 8N óðàâíåíèé ñ
8N íåèçâåñòíûìè, êîòîðóþ òàêæå ðåøàåì ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé. Îïûò ðàñ÷åòîâ
ïîêàçàë, ÷òî íàèëó÷øàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè çàìåíå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âäîëü
ëèíèè 1-3.

2.3 Ðàñ÷åò èñêîìûõ ôóíêöèé â òî÷êå íà óäàðíîé âîëíå

Èñêîìûå âåëè÷èíû çà óäàðíîé âîëíîé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé Ðåíêèíà�
Ãþãîíèî è çàâèñÿò òîëüêî îò óãëà íàêëîíà óäàðíîé âîëíû ê îñè x â òî÷êå 3 (ðèñ.
2â) â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ = ϕi. Îäíàêî ñëîæíîñòü ðàñ÷åòà òî÷êè íà

óäàðíîé âîëíå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîíà
drJ(xs+1, ϕi)

dxs+1

è ïîëîæåíèå óäàðíîé âîëíû rJ(xs+1, ϕi) â òî÷êå 3 çàðàíåå íåèçâåñòíû è òàêæå
ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Ðàñ÷åò óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà íàêëîíà è èñêîìûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ôóíê-
öèé íà óäàðíîé âîëíå ïðîâîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé êàê â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå
õàðàêòåðèñòèê [9]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ óãîë íàêëîíà â ïëîñêîñòè
xs+1 ïðèðàâíèâàëñÿ ê óãëó íàêëîíà â ïëîñêîñòè xs, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ èç-
âåñòíûì. Äàëåå èç ñîîòíîøåíèé Ðåíêèíà�Ãþãîíèþ íàõîäèëèñü ãàçîäèíàìè÷åñêèå
âåëè÷èíû â òî÷êå 3 è ïðîâåðÿëîñü ðàâåíñòâî íóëþ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà õàðàê-
òåðèñòèêå, âûïóùåííîé èç òî÷êè 3 è ïåðåñåêàþùåé ïëîñêîñòü xs. Åñëè ðàâåíñòâî
íóëþ íå âûïîëíÿëîñü, òî êîððåêòèðîâàëñÿ óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîíà óäàðíîé
âîëíû â òî÷êå 3 è âåñü ðàñ÷åò ïîâòîðÿëñÿ çàíîâî.

Ðàñ÷åò ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ãàçà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Ïóñòü èçâåñòíû ãàçîäèíàìè÷åñêèå
ôóíêöèè íà âñåõ âåíêàõ â ïëîñêîñòè xs. Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ðàñ÷åò òî÷êè íà
óäàðíîé âîëíå, è îïðåäåëÿþòñÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû è êîîðäèíàòû óäàð-
íîé âîëíû rJ(xs+1, ϕi) äëÿ âñåõ ϕi â ïëîñêîñòè xs+1. Ïî íàéäåííîìó ïîëîæåíèþ
óäàðíîé âîëíû è çàäàííûì êîîðäèíàòàì îáòåêàåìîãî òåëà r0(xs+1, ϕi) íàõîäÿò-
ñÿ êîîðäèíàòû rj(xs+1, ϕi) äëÿ âñåõ ϕi â ïëîñêîñòè xs+1 ïî ôîðìóëàì (4). Äàëåå
ðàññ÷èòûâàþòñÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â ïîëå òå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè xs+1

(ðàñ÷åò òî÷êè â ïîëå òå÷åíèÿ) ïðè 1 6 j 6 J − 1. Ïîñëåäíèì ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò
òî÷êè íà îáòåêàåìîì òåëå ïðè j = 0. Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò ïëîñêîñòè
xs+2 ïî èçâåñòíûì âåëè÷èíàì â ïëîñêîñòè xs+1 è òàê äàëåå.

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ïðè ðàñ÷åòå âíåøíåãî îáòåêàíèÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðà-
áîëîèäà ìåòîäîì ïñåâäîõàðàêòåðèñòèê áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 3�6. Âñå âåëè÷èíû îáåçðàçìåðåíû ê ïàðàìåòðàì â íàáåãàþùåì
ïîòîêå. Ìàøèííîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàñ÷åòà, ñîñòàâèëî 1�2 ìèíóòû.
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Ðèñ. 3: Òàáëè÷íûå (êâàäðàòû) è ðàñ÷åòíûå (ðîìáû) çíà÷åíèÿ òàíãåíñà óãëà íà-
êëîíà óäàðíîé âîëíû â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ = 20◦ ïðè à) óãëå àòàêè 5◦

è á) óãëå àòàêè 0◦

Ðèñ. 4: Òàáëè÷íûå (êâàäðàòû) è ðàñ÷åòíûå (ðîìáû) çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû óäàð-
íîé âîëíû â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ = 20◦ ïðè à) óãëå àòàêè 5◦ è á) óãëå
àòàêè 0◦

Ðèñ. 5: Òàáëè÷íûå (êâàäðàòû) è ðàñ÷åòíûå (ðîìáû) çíà÷åíèÿ äàâëåíèå íà òåëå â
ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ = 20◦ ïðè à) óãëå àòàêè 5◦ è á) óãëå àòàêè 0◦

Ðèñ. 6: Òàáëè÷íûå (êâàäðàòû) è ðàñ÷åòíûå (ðîìáû) çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè u íà òåëå
â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ϕ = 20◦ ïðè à) óãëå àòàêè 5◦ è á) óãëå àòàêè 0◦
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Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîãëàñóþòñÿ ñ òàáëè÷íûìè äàííû-
ìè [3], íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàñ÷åò òàáëè÷íûõ äàííûõ ïðîâîäèëñÿ ñ øàãàìè, â äâà
ðàçà áîëåå ìåëêèìè ïî ïåðåìåííûì r, ϕ.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí ìàðøåâûé ìåòîä ïñåâäîõàðàêòåðèñòèê âòîðîãî ïî-
ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàñ÷åòà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Ýòîò ìåòîä îáúåäè-
íÿåò äîñòîèíñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ âûñîêóþ òî÷íîñòü, è ñå-
òî÷íûõ ìåòîäîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ôèêñèðîâàííóþ ñåòêó. Â îòëè÷èå îò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, îí íå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
òîêà è óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè íà íåé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò âûñîêóþ
ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.
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